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After a brief review of the crystallographic Fourier transform problem, this paper compares three 
methods for its computer implementation with reference to core-storage capacity and computation 
time: the classic method, the simple Fast Fourier Transform algorithms and a new method. The first 
method needs, especially for a macromolecular three-dimensional structure, too many operations and 
therefore too long a computation time and poor accuracy. The remarkable FFT algorithm, on the 
other hand, leads to large savings in computation time with a better accuracy, but using no crystal- 
lographic symmetry wastes too much storage capacity. The third method, using FFT but taking into 
account Friedel's law by means of a simple in situ process, approximately halves the storage capacity 
as well as the computation time. 

Introduction 

Les calculs num6riques radiocristallographiques re- 
quitrent g6n6ralement un stockage m6moire en ordi- 
nateur et un temps d'unit6 centrale notables, en par- 
ticulier la transformation de Fourier conduite par les 
m6thodes conventionnelles. Le nombre de donn6es ~i 
traiter croissant en fonction de la complexit6 de la 
structure ~ 6tudier, il devient alors crucial de se poser 
la question de l 'optimisation des calculs, notamment 
lors de l'6tude de la structure tridimensionnelle des 
macromol6cules. 

L'usage des algorithmes de transformation de Fou- 
rier rapide ( 'Fast Fourier Transform' - FFT), (Cooley 
& Tukey, 1965), dans leur forme initiale fait d6j~i avan- 
cer de fa~on d6cisive le probl6me du calcul de la Trans- 
formation de Fourier Discr&e (TFD), auquel est tou- 
jours conduit le cristallographe qui d6sire effectuer une 
transformation de Fourier continue. En effet, K 6tant 

le nombre de donn6es, une r6duction du temps de cal- 
cul proportionnelle ~ log2 K/K par rapport ~. l'utilisa- 
tion directe de la d6finition est obtenue, et cela quelle 
que soit la dimension de l'espace consid6r6:1 pour les 
corps amorphes, 2 pour le calcul des projections tridi- 
mensionnelles, 3 pour lecalcul des densit6s 61ectroniques. 
Ce gain en temps de calcul, croissant tr6s rapidement 
avec K, attira 6videmment l 'attention de certains cher- 
cheurs qui en recommand~rent l'emploi en radiocristal- 
lographie (Bondot, 1971; Lifchitz, 1971). (Voir l 'Ap- 
pendice pour quelques propri6t6s utiles de la TFD;  
le lecteur int6ress6 par la FFT pourra consulter avec 
int6r& Cochran et al. (1967) et les nombreux articles 
qui suivirent dans les revues de traitement du signal et 
d'informatique surtout aux U.S.A.) 

Mais on dolt constater que malgr6 tout la FFT reste 
encore trop peu utilis6e par les cristallographes, peut- 
~tre parce qu'elle n6cessite l'utilisation de valeurs nu- 
m6riques complexes et peut ainsi poser des probl6mes 
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de taille m6moire rapide. Or, comme on le constatera 
par la suite, il s'av~re possible dans la majorit6 des cas, 
non seulement de pallier cet inconv6nient, mais 6gale- 
ment d'obtenir un gain sur la dur6e de calcul de l'ordre 
de 2. 

1. Les m6thodes de transformation de Fourier 
en radiocristallographie 

Pour plus de clart6 et de simplicit6, sans perdre en 
g6n6ralit6, nous analyserons en d6tail le cas unidimen- 
sionnel, les cas multidimensionnels n'apportant aucune 
variation essentielle ~t la m6thodologie. D'autre part, 
nous nous pr6occuperons uniquement dans ce chapitre 
de la transformation: espace r~el --> espace r6ciproque; 
la transformation inverse pouvant &re trait6e de ma- 
nitre tout-~t-fait analogue. 

Soit K = 2 N  un nombre entier pair et {Xk} la suite 
de valeurs r6elles pour k = 0 , 1 , 2 , . . . ,  K -  1, ~t trans- 
former. On comparera alors le d6roulement de trois 
modes principaux de calcul de la TFD(K) de {Xk}, 
savoir: 

- m6thode conventionnelle 
-utilisation directe de la FFT(K) 
- compactage + FFT(K/2) + transformation C -  1 

Cette comparaison portera d'une part, sur le nombre 
d'op6rations complexes ~t effectuer, additions et multi- 
plications entre nombres complexes, et, d'autre part, 
sur le volume de m6moire rapide n6cessaire. La Fig. 1 
repr6sente l'implantation des valeurs num6riques en 
m6moire, ainsi que diff6rents param&res caract6risant 
ces trois m6thodes. La repr6sentation a 6t6 faite icj pour 
K= 8; R[~"k] et I[~'k] d6signent respectivement les par- 
ties r6elle et imaginaire du nombre complexe ~'k, leurs 
adresses m6moires sont cons6cutives conform6ment au 
langage Fortran. On remarque qu'une valeur num6- 
rique complexe correspondant ~t la donn6e de deux 
valeurs num6riques r6elles n6cessite un volume m6- 
moire double. 

1.0. MOthode conventionnelle 
Lorsqu'il n'y a pas dispersion anormale, il existe les 

deux propri6t6s conjug6es: 

Espace r6el 
densit6 61ectronique r6elle 

K valeurs r6elles 
ind6pendantes 

Espace r6ciproque 
loi de Friedel: 

2k, l,m= l?*fqLN 
( N -  1) valeurs complexes 
ind6pendantes + 2 
valeurs r6elles" 
K valeurs r6elles 

ind6pendantes. 

Le calcul est done limit6 ~t un demi-espace r6ciproque 
correspondant h K valeurs r6elles. 

La m6thode, qui consiste ~t appliquer directement la 
d6finition de la TFD, implique de conserver {Xk} en 

unit6 centrale jusqu'au calcul du dernier point r6cip- 
roque. Une utilisation de la m6moire de masse (bande 
magn6tique, disque magn6tique, tambour magn6tique, 
etc.) caract6ris6e par sa lenteur relative, conduirait ~t 
des temps de transfert (m6moire de masse-+ unit6 
centrale) cumul6s prohibitifs, car il serait n6cessaire de 
transmettre {Xk} en totalit6 pour le calcul de chaque 
point r6ciproque. Les valeurs calcul6es {~q} peuvent 
elles-m~mes en totalit6, s'accumuler en unit6 centrale 
[Fig. 1 (a), (b)], plus couramment et plus judicieusement 
aussi, remplir une zone m6moire restreinte, multiple 
de la taille des enregistrements physiques de la m6- 
moire de masse, servant ainsi de tampon de sortie vers 
celle-ci. Le gain en volume m6moire rapide peut ~tre 
de l'ordre de 2, mais contrairement au cas pr6c6dent, 
le temps de transfert reste raisonnable, un raffinement 
consistant ~t utiliser deux tampons en bascule (trans- 
fert d'un t~mpon pendant le remplissage du second), 
lorsque l'ordinateur permet le mode de transfert asyn- 
chrone. 

En conclusion, cette m6thode classique, bien que 
tr~s lente, conduit dans la variante avec tampon de 
sortie ~t une occupation m6moire proche de l 'optimum 
K, et gagne en simplicit6 de programmation ce qu'elle 
n'a pas en performance. Elle peut toutefois s'av6rer 
utile pour K petit ou lorsque la totalit6 du demi-espace 
r6ciproque n'est pas n6cessaire, mais pour tous les 
autres cas le grand nombre d'op6rations n6cessaires 
conduit ~t une pr6cision num6rique et une dur6e de 
calcul peu attrayantes. 

1.1. Utilisation directe des algorithmes FFT(K) 
I1 existe trois types principaux d'algorithmes FFT: 

d6coupage en temps, d6coupage en fr6quence, m6thode 
de Stockham. Les deux premiers, d'efficacit6 ~t peu pr6s 
6quivalente en pratique, n6cessitent un reclassement 
des valeurs num6riques en m6moire, respectivement en 
entr6e et en sortie. Mais le calcul 6rant it6ratif, la TFD 
vient prendre finalement la place des donn6es, con- 
trairement ~t la m6thode classique, en contribuant ainsi 
au gain de m6moire. Quant au troisi~me algorithme et 
ses variantes, bien que sans reclassement, ils ne per- 
mettent pas le calcul in situ, et seront done rejet6s pour 
ce qui est de notre propos. 

Le pouvoir d'acc616ration de ces algorithmes d6pend 
beaucoup de la d6eomposition de K en facteurs pre- 
miers: K =  2 pavec p entier donne des r6sultats proches 
de l 'optimum th6orique avec la possibilit6 d'une pro- 
grammation, ais6e; c'est ce choix qui sera fair en pra- 
tique. S'il s'av~re n6cessaire d'avoir K ¢  2", l'astucieux 
algorithme 'Chirp z -  transform' (Rabiner, Schafer & 
Rader, 1969) permet de convertir un programme FFT 

base 2 en un programme FFT ~t base arbitraire tout 
en conservant une excellente efficience. 

Mais l'inconv6nient majeur des FFT pour le cristal- 
lographe, est de porter sur des nombres complexes, ce 
qui oblige b. flanquer les K valeurs r6elles envisag6es de 
K valeurs imaginaires nulles [Fig. 1 (c)], . . .  I1 en r6sulte 
un espace r6ciproque complet apr~s action de la 
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c 

~ ° ~  

d 

K = 2 N  ici K=8 

[ Un mot r6el Fortran 

I [ Un mot complexe Fortran 

I I I I 
I x, , x , ,  . . . .  . . . .  I .... ~x"-'l x"-'i 

a 1 

< , , ~ o  I X ,  i ~ ,  I . . . .  I . . . .  I 

!~ I Application directe 
de la dgfinition 

i i 

Ix,<_,ix-,<_,lRt,eoi I o I~t,e, it~t,e,l, IRts>j' 1 . . . .  I ~  '~  • i. ~ i~t~q ° I 
xo 2, .~t,,_, 2,,, 

Xo I o I x ,  I o I ~ , 1 . o l  .... I .... I .... I .... I .... I .... Ix " - ' l  °V '< - ' I  ° 1  

Rt;td I e IRte,] l 
a>o ~. 

I i  FFT (K)  

01.t~..) 1 0 1 .  I .... I.t~.~i01 , I ~  ~ I  ~ :  ~ '  "'" " . . . . . . .  ~ ~ J -  ~ _ , l  
I I I 

..*2 x-,< .e,<_~ .eK_~ 

Nombres de ~ ~ 1  
cellules o = 
mfmoires "~ Nombres 
n~cessaires d'op~rations 

o 1 ~ complexes 
... nfcessairos 
. ~  

2K+2 

K+ tampon ] 
de sortie J 

2K 

2K 

Non 
(K2/2) + 2K 

[(s<~/2) + 2x sortie ] L + Temps de 

Oui 2K log 2 K 

X o ,  o I x ,  o I x. , o I . . . .  I . . . . .  I . . . .  ~ . . . .  I~',<-~,<o I x ,< - , , , o ' t  
, I I " "1"  " "1" , , , 

I Transformation C (virtuelle) 

s Z ° l z ,  l ° !  ° l ~ ' l Z ' l - ° l  ° l  . . . .  i . . . .  I . . . .  i .... I x - - q ~ , , - , I o ~  o I 
ro y,. r7 1,'3 ,..._ ~ y~_~ :1.',,_, 

7 ~ Compactage (virtuel) 

Xo xll  z,  z3 l- . l z ~ - ~ - d  e 1 I ""1"" 
Yo Y~_ r._~ 

2K 

2K 

_ ~ FFT (N) 

7 

h~t~il~tforlRtr,~t)'41"- I . . . . . .  I<':~!~'[ '>: 
l'0 r'l YM-1 

' 7 

, ~t~o~, 0 I~l~,~ilt~,JI ...,. I ~ ~ , , - i ! ~0 
g 2, 2._, 2,< 

Transformation C- t 

Oui 0 
Transformation 

virtuelle 

Oui 0 
Transformation 

virtuelle 

Oui K logz K -  K 

Ouil 2K 

K+2 

Klog2  K + K  

Fig. 1. Les trois m6thodes de transformation de Fourier" implantation des donn6es ~ chaque 6tape de calcul, nombre d'op6rations 
complexes et nombre de cellules m6moires n6cessaires. 
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FFT(K) [Fig. l(d)]. Si la relation de Friedel pouvait 
intervenir, le volume m6moire et le nombre d'op6ra- 
tions n6cessaires seraient r6duits de moiti6. 

La FFT diminue consid6rablement le nombre d'op6- 
rations b. effectuer dans l'6valuation d'une TFD, alliant 
ainsi extreme rapidit6 et pr6cision contrairement ~t 
l'utilisation directe de la relation de d6finition, mais 
l'utilisation m6moire ne sera pas optimis6e dans la ma- 
jorit6 des calculs radiocristallographiques. 

1.2. Compactage suivi de FFT(K/2) et transformation C- 1 
II s'agit de concilier les avantages de la FFT et le 

gain de m6moire possible lorsque la relation de Friedel 
s'applique. Ceci a 6t6 r6cemment obtenu ~t une dimen- 
sion sous certaines conditions restrictives (Vernet, 1971). 

Darts ce qui suit, on 6tudiera une m6thode qui, bien 
que diff6rente, poursuit le m~me but, et s'utilise quelle 
que soit la dimension de la TFD. Les K cellules m6- 
moires contenant des valeurs nulles n'existent plus et 
une FFT(N) suffit ~ transformer les K donn6es r6elles. 
Son emploi pratique ne sera d6velopp6 qu'apr6s avoir 
6tabli quelques relations indispensables ~t l'expos6 du 
principe et d6fini les transformations C et C. 

2. La r~duction des calculs 

2.0. La transformation C 
On consid6rera tout au long du calcul les (Xk, l, m} 

comme K.L.M. donn6es tridimensionnelles r6elles dont 
on se proposera de calculer la TFD" 

{Xq, r,s} = TFD(K, L, M){Xk, l,m} . 

On forme les ensembles { Vk, l, m} et { Wk, l, m} tel que: 

Vk, l,m=Xk, l,m; Wk, l,m=O si k pair 
Vk, l,m=O ; Wk, l,m=Xk, l,m si k impair, 

d'ofi: Xk, l,m= Vk, l,m+ Wk, l,m . 

TFD 

{X k,l,m} 

/ 

l( -t TF°-  

C 

{ Y k,l,m} 

C - X  

"-t TFD- 11 - TFD 

{2 q,r,s} {f  q,r,s} 

Fig. 2. Les transformations C et ~2. 

Soit Yk, l, m = Vk, l, m + iWk + 1, l, me t  C la transforma- 
tion qui fait passer de {Xk, l, m) ~ { Yk, l,m}. 

2.0.0. C Lindaire 
Soit {Sk, l,m} et {Tk, l,m} K.L.M donn6es r6elles; par 
la d6finition marne de C" 

C(Sk, l,m+ 2Tk, l,m} 
= C{Sk, l, m} + 2C{ Tk, l, m} pour tout 2 r6el. (9) 

2.0.1. C unitaire 
Puisque les {Xk, l,m} sont r6elles, on v6rifie imm6- 

diatement: 

K - 1  L--1 M - 1  

2 E E l  Yk,l,mlz 
k = 0  l = 0  m = 0  

K - - 1  L - - 1  M - - 1  

= ~ ~. ~XZk,  l, ms iKpa i r .  
k=O / = 0  m = O  

(10) 

2.1. La transformation (2 
est d6finie comme la transformation agissant sur 

TFD(K,L,M){Xk, I,m} pour donner TFD(K,L,M) 
{ Yk, l,m} (Fig. 2). 

On constate sur cette Figure que: 
C = T F D O C O T F D  -1 off ' O '  d6signe le produit de 
composition des applications. C est donc unitaire avec 
C: 

K - - 1  L - - 1  M - 1  

~. 2 ~ [2q,r,slz 
q = 0  r = 0  s = 0  

N--I L--I M--I 

= 2  E ~ ~ IYq, r'slZ si K=2N (II) 
q=O r = O  s = O  

d'apr~s (7) car Y2k + 1, I, m =- O. 

2.2. Expression de C et ~-1 
Choisissant K pair en posant K=2N, les propri6t6s 

de lin6arit6 (3) et de translation (4) donnent imm6diate- 
ment: 

Xq, r,s= l/q,r,s + l~'q,r,s (12) 

~'q,r,s= f"q,r,s+ i exp (inq/N)(Vq, r,s . (13) 

On peut donc 6crire" 

X * N - q , L - r , M - s =  ~ " * N - q , L - r , M - s  
+ I?V*N-q ,L - r ,M-s  

Y*N-q,L-r,M-s= ("*N-q,L-r,M-s 
- i exp [ -  in(N- q)/N] ~V*N- q, L -  r, M - s .  

La loi de Friedel (6) s'applique ~t { Vk, l, m} et { Wk, l, m}: 

) ( * N - q , L - r , M - s =  k'N+ q,r,s + l?VN + q,r,s 

~ '*N-q ,L - r ,  M - s =  VN+q,r,s 
+ i  exp (inq/N)ITVN+q,r,s. 
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Ainsi que les relations de dilatation d'6chelle (7) et (7') 

X * N - q , L - r , M - s =  f /q ,r ,s-  Wq, r,s (12') 

Y * N - q , L - r , M - s =  ~'q,r,s 

- i e x p  (iz~q/N)~Vq, r,s . (13') 

Eliminer ~"q,r,s et f'Vq, r,s entre (12), (13), (12') et (13') 
permet d 'obtenir  les relations existant entre Xq, r,s et 
f f * N - q , L - r , M - s  d'une part, et Yq, r,s et 
Y ' N -  q, L -  r, M - s  d'autre part, qui expriment ainsi 
6 -~ e tC .  

2q, r,s =[(Pq, r,s 
+ Y * N - q , L - r , M - s )  
- i  exp ( -bzq/N)  (Yq, r,s 
- I " * N - q , L - r , M - s ) ] / 2  

f ( * N - q , L - r , M - s = [ ( Y q ,  r,s (14) 
+ ~ ' * N - q , L - r , M - s )  
+ i  exp (-izcq/N) (~'q,r,s 
- ~ ' * U - q , L - r , M - s ) ] / 2  

%,r,~" =[(2q, r,s 
+ ) ( * N - q , L - r , M - s )  
+ i exp (+  ircq/N) (.gq, r,s 
- X * N - q , L - r , M - s ) ] / 2  

Y * - N q , -  Lr , -  Ms=[(f(q,r,s (14') 
+ J ( * N - q , L - r , M - s )  
- i e x p  (+inq/N) (Xq, r,s 
- . ~ * U - q , L - r , M - s ) ] / 2  . 

2.3. Applications des transformations C, C et ~-1 ~ la 
rdduction des calculs 

Imaginons les K 616ments de l'espace r6el {Xk} ran- 
g6s comme pour une FFT(K) [Fig. l(e)]; supposons 
encore que la transformation C agisse sur ces K nom- 
bres complexes (r6els. . . )  pour donner la suite {Yk} 
k = 0 , 1 , 2 , . . . , K - 1 ,  et qu'elle soit suivie d'une op6ra- 
tion de compactage permettant de ne conserver que les 
nombres Yk en g6n6ral non nuls puisque Y2k + 1 - 0  
[Fig. l(g)]. La suite {Y2k} correspond alors ~t un 
st0ckage des d0nn6es plus rati0nnel, identique ~ celui 
de la m6thode conventionnelle [Fig. l(a)]. Ces op6ra- 
tions qui ne sont que virtuelles, n 'ont pas h ~tre effec- 
tu6es en r6alit6, l'entr6e en m6moire se faisant directe- 
ment selon le sch6ma Fig. l(g);  elles justifient et ex- 
pliquent n6anmoins les 6tapes ult6rieures du calcul. 
La propri6t6 de dilatation d'6chelle (7) permet une 
FFT(N) pour ~valuer { ~'q}=TFD(K){ Yk} en partant 
de la seule suite {Y2k} [Fig. l(h)]. I1 suffit alors (Fig. 2) 
de faire agir la transformation C-~ sur les {I~q} pour 
obtenir finalement, en utilisant son expression explicite 
(14), les seuls points r6ciproques )(q recherch6s, en par- 

ticulier dans cet exemple un demi-espace r6ciproque 
[Fig. 1 (i)]. 

Le volume m~moire utilis~ durant les trois 6tapes 
r6elles du calcul ne d6passe en aucun cas K + 2 ,  6tant 
ainsi optimum; quant au nombre total d'op6rations 
complexes 5. effectuer et, par cons6quent, au temps de 
calcul r6sultant, un bilan s'6tablit entre un gain dfi 
l'usage d'une FFT(N), plut6t que d'une FFT(K), et 
une perte impliqu6e par la n6cessit6 d'une transforma- 
tion ~-1  suppl6mentaire. Comme on pourra le con- 
stater sur la Fig. 1, le bilan est largement positif en fa- 
veur de la m6thode propos6e, non seulement compara- 
tivement aux m~thodes conventionnelles, mais aussi 
par rapport ?a l'usage d'une simple FFT(K). 

La m6thode propos~e permet tout aussi avantageuse- 
ment de r6aliser le passage" espace r6ciproque ~ espace 
r~el, selon un processus inverse du pr6c6dent: transfor- 
mation (~ suivie d'une FFT- I (N)  (Fig. 2), fournissant 
un r6sultat sous forme compacte. 

L'utilisation pratique des ~oupes  de relations (14) 
et (14') b6n6ficie de facteurs favorables dus ~ leur 
forme m~me: 

(a) les transformations C et C -  1 peuvent ~tre men6es 
in situ rendant ainsi effectif le gain en m6moire rapide. 

(b) Pour les calculs num6riques off q= 
0, 1,2, . . . , [N/2] ,  [N/2] d6signant la partie enti6re de 
N/2, l'usage de chacune des deux relations formant 
chaque groupe permet de couvrir exhaustivement Fin- 
tervalle q=0 ,  1 , 2 , . . . , N - 1 ,  en optimisant au maxi- 
mum les calculs, du fait de leur similitude et de leur 
sym6trie. 

(c) (14) et (14') ne different que par un simple 
changement de signe (transformation de + i  en - i ) :  
un seul et m~me sous-programme r6alisera les deux 
transformations C et (~-~ comme c'est le cas en parti- 
culier pour FFT(N) et FFT-I (N) .  

APPENDICE 

Quelques propri6t6s utiles de la TFD 

O. Definition et notations 
Etant donn6 K.L.M 6chanfillons {Xk, l, m} en g6n~ral 

complexes, on d6finit: 

K - - 1  L - - 1  M - - 1  

 q,r,s= X ,t,m 
k = 0  1 = 0  m = 0  

×exp [-i27r(kq/K+lr/L+ms/M)] (0) 

off les {f(q,r,s} d~signent les 616ments de la TFD 5. 
trois dimensions d'ordre (K, L, M) des {Xk, l,m} qu'on 
peut noter de mani~re plus concise: 

{f(q,r,s}= TFD(K,L,M){Xk, I,m} . 

1. Pdriodicitds 

Xk + K, I + L, m + M = Xk, I, m } 
Xq + K,r + L,s + M = Xq, r,s 

(1) 
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Les deux ensembles de valeurs {Xk, l,m} et {f(q,r,s} 
d6signent chacun une classe d'6quivalence modulo une 
translation (2K, pL, vM) avec 2,/z et v entiers. 

2. Rdciprocitd 

[Kq~l  0 L--1  M - - 1  
Xk, l,m= 2 ~ f(q,r,s 

= r=O s----O 

x exp [+  i2rc(kq/K+ lr/L + ms/M)]]/K.L.M 

que l 'on notera: 

{Xk, l, m} = TFD-l(K,  L, M){f(q,r,s}. 

(2) 

3. Lindaritd 

TFD(K, L,M){Xk, l,m + 2 Yk, l,m} 

= TFD(K,L,M){Xk,I,m} + 2. TFD(K,L,M){ Yk, l,m} 
(3) 

avec 2 quelconque. 

4. Translation 
Soit t, u et v, trois nombres entiers d6finissant une 

translation, alors: 

{ffq, r,s exp [ -  i2~(qt/K + ru/L + sv/M)]} 
= TFD(K, L,M){Xk-  t , l -  u ,m-  v} 

{Xk, l, m exp [ + i2~(kt/K+ lulL + my/M)] } 
= TFD- ' (K ,  L, M){2q-  t , r -  u , s -  v} 

(4) 

5. Convolution 

Etant donn6 deux s6ries {Xk, l, m} et { Yk, l, m}, on 
d6finit leur produit de convolution p6riodique par" 

K - 1  L - - 1  M - - 1  

)(q,r,s= ~. E Z Xk, l,m 
k=O / = 0  m = O  

x exp [ -  i2rc(kq/K+ lr/L + ms/M)] 

N--I L - - 1  M - - I  

= Z Z Z X2k,l,m 
k=O / = 0  m = O  

x exp [ -  i2n(kq/N + lr/L + ms~M)], 

c'est-~t-dire que l 'on a la propri6t6: 

K = 2 N  
X2k + 1,l,m=-O ~:> {Xq, r,s} 

=TFD(N,L,M){X2k, I,m} -¢> 2q, r,s=2q+ N,r,s . 
(7) 

7.1. Supposons maintenant que Xk, l ,m-  0 pour 
k = 0 , 2 , . . .  , K - 2 , K  

K - 1  L - 1  M - 1  

)(q,r,s= ~. Z ~ Xk, l,m 
k=O / = 0  m=O 

x exp [ -  i2~(kq/K+ lr/L + ms/M)] 
N--1  L - 1  M - - 1  

=exp  (-i2rcq/K) ~ ~ ~ X2k+ 1,l,m 
k=O / = 0  m = O  

x exp [-i2z~(kq/N+ lr/L + ms~M)]. 

On en d6duit comme pr6c6demment: 

K = 2 N  
X2k, l,m=-O ~ {)(q,r,s exp ( +  i2~zq/K)} 

=TFD(N,L,M){X2k + 1,l,m} ~ f(q,r,s 

= - f(q + N,r,s . (7') 

{Xk, l,m}.{ Yk, l,m}= { Yk, l,m}.{Xk, l,m} 

K - - 1  L--I M - - 1  

= 2 x h ,  ij.r -h,l-i,m-j. 
h = O  i = 0  1 = 0  

Le th6or~me de convolution donne alors" 

TFD(K,L,M)(Xk, I,m}.{ Yk, l,m} 
=TFD(K,L,M){Xk, I,m} . TFD(K,L,M){ Yk, l,m}. (5) 

6. Loi de Friedel 

{Xk, l,m} r6els <=> .gq, r , s = ) ~ * K - q , L - r , M - s .  (6) 

7. Dilatation d'dchelle 
On examinera ici une propri6t6 particuli~re h la 

TFD, base de la m6thode de r6duction des calculs. K 
sera suppos6 pair en posant K=2N.  
7.0. Supposons que Xk, l,m=O pour k =  1 , 3 , . . . ,  
K - 3 , K - 1 .  

8. Conservation de la norme. Thdordme de Parseval. 
Variance 

La TFD 6rant une transformation unitaire conserve 
le produit scalaire hermitien. 

8.0. Conservation du produit scalaire hermitien 

K--I L - - 1  M--I 

2 2 2 X*k'l 'm'Yk'l 'm 
k = O  / = 0  m = O  

/ (8) 

8.1. Thdor~me de Parseval. Conservation de l'dnergie 

K - 1  L - 1  M - 1  

2 2 21X ,t, ml 
k = 0  / = 0  m = 0  

l/ = ~ If(q,r,s[ 2 K.L.M. 
= r = O  s = O  

(83 
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Application particuli~re de (8) pour  { Yk, l,m}-- 
{Xk, l,m}. 

8.2. Variance des valeurs de l' espace rdel exprimde clans 
l' espace rdciproque 

Posons:  
Valeur moyenne des {Xk, l, m} 

1/ X= ~ Xk, l,m K.L.M , 
---- 1=0 m=O 

variance des {Xk, l, m} 

a2= ~ ~ [Xk, l , m - ~ l  2 K.L.M.  
= 1=0 m=0 

D6veloppant  l 'expression de a2: 

1/ °'z= = ,:o~ Y o  K'L'M-1"~I2 

mais d'apr~s (0)" 

X= f(O,O,O/K.L.M 

et par  (8'): 

[K--1L--1M--1 ] /  
a z= ~ ~ ~ 12q, r, slZ-120,O, OI 2 g 2 . L z. M z 

k=0 /=0 m=O 
]/ : [70-= ,=0 m=o~]'~q'r's] 2 K 2 . L 2 . M  2. (8") 

k+l+m¢O 
L'6valuation de la variance 0 .2 peut se faire ind6pen- 
damment  de la connaissance de la valeur XO, O,O ainsi 
que des phases des {f(q,r,s}. 
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